Eine mathematische Beschreibung der Analemmatische Sonnenuhr
(DGC-Mitteilungen Nr.108, 2006)
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. Einleitung

Die Analemmatische Sonnenuhr wird auch El-
liptische Sonnenuhr genannt. Somit ist nahelie-
gend, sie einmal mit einer Ellipsen-Gleichung
zu beschreiben. lhr Dritt-Name in der hier be-
handelten Standard-Version (horizontale Ellip-
se, vertikaler Schattenstab) lautet Azimutale
Sonnenuhr. Man kann sie leicht mit einer Azi-
mut-Skala ergénzen. Der verwendete Schatten-
stab tduscht darlber hinweg, dass fir die An-
zeige des Stundenwinkels nur ein die Sonne
abbildender Punkt verantwortlich ist. Wenn man
diesen momentan wirksamen Punkt auf dem
Stab bestimmt, findet man gleichzeitig auch den
momentanen Héhenwinkel der Sonne.
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Der Gblichen Herleitung der Analemmatischen
Sonnenuhr aus einer Aquatorialen Ring-
Sonnenuhr durch Parallel-Projektion [1] habe
ich die Herleitung durch Parallel-Verschiebung
aus einer solchen in Teile zerlegten Sonnenuhr
gegenlber gestellt [2], [3]. Das hat den Vorteil,
dass der Ortswechsel des abbildenden Punktes
in der Erklarung eingeschlossen ist. In der vor-
liegenden Arbeit benutze ich fiir den Ubergang
von der einen zur anderen Sonnenuhr die Ko-
ordinatensysteme des Ortsdquators und des
Horizonts. Der Begriff Verschiebung (oder nur
Schiebung) taucht allgemein wieder auf, weil
sich mit dem abbildenden Punkt der in ihm be-
findliche Koordinaten-Ursprung dauernd ver-
schiebt. Die vorgenommene Transformation
zwischen den beiden Koordinaten-Systemen ist
ausserdem als Parallel-Betrachtung zur Ellip-
sen-Gleichung gedacht.

2. Die Parameter-Form der Ellipse

Aus dem Skalenkreis der Aquatorialen Ring-
Sonnenuhr wird die Ellipse der Analemmati-
schen Sonnenuhr. Deren Parameter-
Darstellung der Normalform (d.h., wenn die Ko-
ordinatenachsen mit den Ellipsenachsen zu-

sammenfallen) lautet allgemein
[4, Seite176] (Abb.1):

(1) x=gcost y=ksint.
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Abb.2 Analemmatische Sonnenuhr, elliptische
Skala

In dieser Darstellung ist eine bekannte Kon-
struktionsmethode fur die Ellipse, die sich auch
hier zum Zeichnen der elliptischen Skala eignet,
enthalten: Man zeichne die beiden Kreise mit
Radius g und k und einen Strahl OP', projiziere
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den Schnittpunkt E auf die Senkrechte durch P',
dann ist P ein Punkt der Ellipse.

Die Ellipse in Abb.2 ist die Skala der Analem-
matischen Sonnenuhr. Fir sie ist das in der
Astronomie Ubliche Koordinatensystem des Ho-
rizonts verwendet. x- und y-Achse sind gegen-
Uber Abb.1 vertauscht. Die positiven Achsen
zeigen im Gegensatz zum Astronomischen Sys-
tem nach Nord (x) bzw. Ost (y), weil nicht der
Ort der Sonne sondern der ihres (Schatten-)
Bildes gekennzeichnet wird (Anmerkg.1).

Die beiden Parameter-Ausdriicke lauten hier:
(2)  y=gcos(90°T) X = k sin(90°-T) .

Zwischen Aquatorialer Kreisskala und Analem-
matischer Ellipse besteht die bekannte Bezie-
hung:

kleine Ellipsen-Achse k =g sing (g = Radius
des Kreises, ¢ = geographische Breite). Wir
wahlen den Einheits-Radius (g = 1), dann ist

k = sin@ . Anstatt t ist in Abb.2 der Stundenwin-
kel T der Parameter (Anmerkung 2). Die beiden
Parameter-Ausdricke fir die Analemmatische
Ellipsen-Skala lauten schliesslich so:

(3) y = sintT X = Sing COoST .

Die grosse Halbachse ist 1, die kleine ist sing .
3. Koordinaten-Transformation

Der Ubergang vom Aquatorialen Ring zur Ana-
lemmatischen Ellipse ist auch an Hand der Ko-
ordinaten-Transformation des Bildpunktes der
Sonne vom Ortsaquator- ins System des Hori-
zonts zu verfolgen. Die Transformationsformeln
lauten [5, Seite 20]:
(4) y = coso sinT

X = sing cosd cosT — cosP Sind
(4a) z=cosp cosd cosT + sing sind

Bei Ublicherweise gleichem abbildenden Punkt
geht das Horizont-System lediglich durch die
Drehung (90°%¢) um die y- (Ost/West-) Achse
aus ersterem hervor. Aber: Das Analemmati-
sche Zifferblatt ist eine horizontale Ebene, in die
alle Bildpunkte aus der zu ihr geneigten Aqua-
torebene vertikal (vorwiegend gegen Zenit) ver-
schoben gedacht sind. Die Verschiebung ist der
Wert der z-Koordinate (Horizont-System), die
fOr jeden Bildpunkt anders ist. Die abbildenden
Punkte machen die Verschiebung mit. Sie sind
Uber den Tag (d=const, nur T=variabel) auf ei-
ner vertikalen Geraden verteilt, in die der Schat-
tenstab zu setzen ist. Dieser Punkt-Vielfalt ent-
spricht eine Vielzahl von Koordinaten-Systemen
(Horizont-), weil deren Ursprung ja der jeweilige
abbildende Punkt ist. Im Folgenden wird des-

halb die vertikale Dimension z nicht weiter be-
achtet, ausser der Verschiebung z, des Ana-
lemmatischen Zifferblattes gegen Nadir, damit
die beiden Sonnenuhren nicht ineinander lie-
gen. Das bezlglich der z-Koordinate Gesagte
lautet kurz mit anderen Worten: Alle individu-
ellen schattenwerfenden Punkte befinden
sich auf einer Geraden. Die Materialisierung
dieser Geraden ist der senkrechte Schatten-
stab [2, Seite 195].

Abb.3 beinhaltet den Sonderfall 5 = 0, wobei die
Koordinatenachsen des Horizont-Systems mit
denen in Abb.2 identisch sind. Mit & = 0 verein-
fachen sich die Formeln (4) und werden mit den
Ausdriicken (3) identisch, ged.

Den allgemeinen Fall & # 0 zeigt Abb.4. Die Ko-
ordinaten-Urspriinge folgen der Wanderung des
abbilden Punktes auf dem Polstab (Aquatoriale
Ring-Sonnenuhr) bzw. der Verschiebung des
Schattenstabes (Analemmatische Sonnenuhr).
Die horizontale Veranderung hat den Wert

Ax = cosg tand , um den wir das urspriingliche
Koordinaten-System der Ellipse (zusammen mit
dem Schattenstab) verschieben (Abb.2 —
Abb.5).
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Abb.3 Koordinatentransformation und Ver-
schiebung z, bei 6=0

Die Ausdriicke (3) &ndern mit
X = X —AXx vorerst zu:

(5) y = sint X = Sing@ cosT - cose tand .
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Abb.4 Koordinatentransformation und Ver-
schiebung z, bei 60

Sie sind mit dem Faktor cosd zu verkleinern,
um sie mit den allgemeinen Transformations-
formeln (4) vergleichen zu kénnen, denn in die-
sen befindet sich die Sonne bzw. ihr Bild auf ei-
nem Kleinkreis, wenn & # 0. In unserem Modell
behalten wir aber den Grosskreis Aquator-Ring
bzw. seine entsprechende Ellipse bei jedem
Wert von 8 bei. Der Schattenstrahl hat die Lan-
ge 1/cosd (ist also variabel und langer als der
Einheits-Radius, s.Abb.4 oben).Die verkleiner-
ten Ausdriicke lauten:
(6) y cosd =y = cosO sint

X €c0Sd = X = sing cOST c0sd — cosP Sind

sind somit mit den Transformationsformeln (4)
identisch, ged.

4. Das Azimut der Sonne

Das Azimut ist eines der beiden im Horizontsys-
tem gebrauchten Bestimmungssticke fir den
Ort der Sonne. Der senkrechte Stab reprasen-
tiert einerseits die z-Achse dieses Systems, und
andererseits kennen wir die Richtung des
Schattens eines solchen Stabes als die an-
schaulichste Erklarung fir das Azimut (genau-
er: die Richtung, aus der der Schatten kommt).
Also bedarf es zur Anzeige desselben auf einer
Analemmatischen Sonnenuhr nur einer zusétz-
lichen Skala (Windrose), wodurch schliesslich
der Grund firr den Drittnamen dieser Uhr sicht-
bar wird (Abb.6).
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Abb.5 Analemmatische Sonnenuhr, Schatten-
stabverschiebung Ax bei 60

Der Quotient der beiden Ausdriicke der Para-
meterform der Ellipsengleichung fihrt zum Azi-
mut a der Sonne

(selbstverstandlich ebenso der Quotient der
beiden Transformationsformeln (4)):

(7) tana=y/x =sint/ (sing cosT - cosy tand)
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Abb.6 Analemmatische Sonnenuhr mit zusétzli-
cher Windrose zur Azimut-Anzeige

5. Der Héhenwinkel der Sonne

Es bleibt noch zu fragen, wo der Hohenwinkel
h, das zweite Bestimmungsstick im Horizont-
System, in der Analemmatischen Sonnenuhr
versteckt ist. In den Transformationsgleichun-
gen ist er als z-Koordinate angegeben:

(4a) z=sin h=cosg cosd cosT + sing sind .

In der z-Achse befindet sich der Schattenstab.
Also ist auf diesem nur der entsprechende Ko-
ordinatenpunkt zu finden. Das ist durch eine
Peilung (Abb.7) méglich. Auf dem Schattenstab
wird ein horizontaler Stift derart in der Héhe ver-
schoben, dass sein Schatten auf die Ellipse
fallt. Auf einer mit diesem Stift verbundenen
kleinen Zusatzskala entsteht auch ein (streifen-
der) Schatten, der den H6henwinkel direkt an-
gibt (Anmerkung 3).



Abb.7 Analemmatische Sonnenuhr mit zusatzli-

chem Schieber auf Schattenstab zur H6hen-
Messung,
fir besser erkennbaren Schatten des Quersta-
bes auf Ellipse s.Abb.6

Abschliessend lasst sich in einer Rechnung zei-
gen, dass die Ladnge des Stabschattens ¢
(s.Abb.5) zwischen Fusspunkt F und Kreu-
zungspunkt P mit der Ellipse ebenfalls ein Mass
fir die Sonnen-Hbhe ist. Er ist Hypotenuse des
rechtwinkligen Dreiecks mit den Katheten y und
x (¢ = y*+ x°). Im Héhen-Dreieck (iber dem
Stabschatten (Abb.4, der Einfachheit halber ist
hier der Fall 7=0 gezeichnet)) gilt;

(8) cosh=c/s.

Zur Wiederholung: Der Schattenstrahl s hat die
Ldnge s = 1/cosbd.

Auf die Darstellung der etliche Zwischenschritte
benétigende Umwandlung von (8) in der Form
sin°h = f(¢,5,1) zum Vergleich mit der ebenfalls
quadrierten z-Koordinate (4a) der Transformati-
onsgleichungen wird hier verzichtet. Da die
Umwandlung nicht ganz einfach ist, sei verra-
ten, dass ich weiter kam, als ich die bei der
Umwandlung der linken Seite von (8) mit

cos’ h = 1- sin® h hinzukommende 1 zu

sin®d + cos®® umformte. Die erwartete Identitét
stellte sich ein, ged.
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7. Anmerkungen

Anmerkung 1: Das Koordinatensystem der
Astronomie ist 180° um die z-Achse gedreht
und zur x-y-Ebene gespiegelt: die positive
z-Achse zeigt zum Nadir, aus dem Links- ist ein
Rechts-System geworden.

Anmerkung 2: In der Ellipsen-Gleichung ist der
Kreis als Sonderfall enthalten (g = k). In unse-
rem Fall ist es der Aquatorkreis, in dem wir oh-
ne Mihe den Stunden- als Kreiswinkel bzw. Pa-
rameter erkennen.

Anmerkung 3: Der gefundene Punkt reprasen-
tiert den grésseren Wert z ( = z /cosd, s. Ab-
schnitt 3.), von ihm geht aber auch der langere
Schattenstrahl 1/cosd aus, so dass im proporti-
onal grésseren Héhen-Dreieck auch
sinh=2z/(1/cosd) =z/1 =2z ist.
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