Ein Modell fir die Ableitung der Analemmatischen Sonnenuhr

aus der Aquatorialen Ring-Sonnenuhr
(DGC-Jahresschrift, 2004)

Zusammenfassung

Fir die Erklarung der Analemmatischen Sonnenuhr mit Hilfe einer Aquatorialen Ring-
Sonnenuhr wird ein durch Verschieben veranderliches Modell verwendet. Durch die Ver-
schiebung des Schatten-werfenden Punktes in den Schattenstab wird auch dessen Funktion
anschaulichh gemacht., was bisherige Autoren unterlassen.
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1. Einleitung

Es soll die Standard-Version der Analemmati-
schen Sonnenuhr, die vermutlich erstmals
1640/1644 von Vaulezard [1] beschrieben wur-
de, aus einer Aquatorialen Ring-Sonnenuhr,
von der 1951/ 1953 auch Terpstra in seinen oft
zitierten Uberlegungen ausging, abgeleitet wer-
den. Das alteste noch existierende Exemplar
jener Sonnenuhr befindet sich vor der
Kathedrale in Brou bei Bourg-en-Bresse in
Frankreich. Bild 1 ist eine Fotografie dieser Uhr
aus dem Jahre 1996, leider ohne
Sonnenschein. Der Mittags-Schatten wirde

%?Bél%@t%ﬁ?&é@“?&rische Uberlegungen an
und fuhrt die Ableitung mit Projektion durch.
Flr den Schatten-Stab der Analemmatischen
Sonnenuhr findet er so aber nur den veranderli-
chen Fuss-Punkt. Die Funktion dieses Stabes
erklart er, ohne auf die Aequatoriale Sonnenuhr
zuriick zu greifen [2].

Mit Hilfe eines veranderbaren Modells lasst sich
die Analemmatische Sonnenuhr durch physi-
sche Verschiebung aus der Aquatorialen Son-
nenuhr herleiten. Deren Schatten-werfender
Punkt findet sich nach der Verschiebung im
Schatten-Stab der Analemmatischen Sonnen-
uhr wieder.

Zur Beschreibung dienen ausschliesslich Foto-
grafien des Modells in seinen verschiedenen
Zusténden auf dem Wege von der einen zur
anderen Sonnenubhr.

Bild 1 Analemmatische Sonnenuhr in Brou bei
Bourg-en-Bresse in Frankreich

2. Verwendung einer Ring-formigen Aguatoria-
len Sonnenuhr

Bild 2 zeigt beide Sonnenuhren Ubereinander
angeordnet. Der senkrechte Stab ist der auf der
Analemmatischen Sonnenuhr einzustellende
Schatten-Werfer. Der geneigte Stab ist zwar
auch auf dem horizontalen Zifferblatt befestigt,
gehort aber zur Aquatorialen Sonnenuhr und ist
ein Polstab. Deren Zifferblatt hat in der Mitte ei-
ne kreisférmige Offnung, an deren Rand der
Ziffern-Kreis gezeichnet ist, der allein wichtige
Teil in der Anzeige-Ebene der verwendeten
Aquatorialen Sonnenuhr. Das ist eine Ring-
férmige und nicht die Standard-Version der
Aquatorialen Sonnenuhr.

Der Ring bzw. Kreis ist nétig, damit bei senk-
rechter Parallelprojektion auf die horizontale
Ebene eine Ellipse entsteht (erste der beiden
von Terpstra formulierten Konstruktions-
Vorschriften, s. Bild 2). In der Analemmatischen
Sonnenuhr ist ein Punkt-Schatten wirksam, ge-
nau wie bei der Aquatorialen Ring-Sonnenuhr.
Es zahlt nur der Kreuzungs-Punkt zwischen
Stab-Schatten und Ellipse bzw. Kreis.



) )
Bild 2: Modell: Ring-férmige Aquator- und Analemmatische Sonnenuhr
Bild 3: Aquatoriale Sonnenuhr: Polstab mit Datums-Skala

Bild 4: Aquatoriale Sonnenuhr: zwei Schatten-Kegel (Sonnenwend-Tage)

Bild 5: Aquatoriale Sonnenuhr: Schatten-Strahlen an Sonnenwend-Tagen

3. Schatten-Stabe als gerade Reihen unendlich
vieler Schatten-werfender Punkte

Dass in beiden Sonnenuhren je ein Schatten-
werfender Stab vorkommt, verwundert also zu-
nachst. Notig ist doch nur der Schatten von ei-
nem (in der Regel nicht fixem) Punkt. Weil aber
jeder der beiden Stébe den in jedem Moment
nétigen Punkt enthalt (jeder Stab ist die gerade
Reihe von unendlich vielen Punkten), kdnnen
Stébe verwendet werden. Bei der Aquatorialen
Sonnenuhr sind wir letztlich froh Uber dieses
uns zufallende Geschenk.

Fir das Verstandnis missen die Stabe in Punk-
te aufgeldst werden. Wir beginnen beim Polstab
der Analemmatischen Sonnenuhr. In Bild 3 sind
von den unendlich vielen — die Sonnen-
Deklination andert sich stetig —7 Punkte als

kleine Kugeln dargestellt. Von jedem geht der
den Kreis treffende Schatten annédhernd wéh-
rend eines ganzen Tages aus. Diese Punkte
teilen das Jahr in die durch die 12 Tierkreiszei-
chen gekennzeichneten Abschnitte. Die senk-
rechte Parallelprojektion der Polstab-Skala ist
die Datums-Skala der Analemmatische Son-
nenuhr (zweite der von Terpstra angegeben
Konstruktions-Vorschriften, s. Bilder 2 und 3,
horizontales Zifferblatt), auf der der senkrechte
Schatten-Stab taglich neu zu positionieren ist.

In den Bildern 4 und 5 ist die Schatten-
werfende Funktion der beiden Endpunkte der
Polstab-Skala gezeigt. Der obere Punkt wirkt
bei Sommersonnenwende, der untere bei Win-
tersonnenwende. Von ihren unendlich vielen
Schatten-Strahlen, die pro Tag einen Kegel-
mantel bilden, ist fir jede zweite volle Stunde



einer als Linie auf durchscheinender Folie ge-
zeichnet. Weil das Modell firr die geographische
Breite ¢=49° ausgelegt ist, reicht das Linienbi-
schel gerade von Sonnen-Aufgang bis Sonnen-
Untergang (Endlinien sind horizontal).

4. Der Beqriff Projektion und der Vorgang Ver-
schiebung

Die beiden erwahnten und bekannten Konstruk-
tions-Vorschriften, mit denen eine Analemmati-
sche Sonnenuhr erstellt werden kann, und die
sich auf die Verwandtschaft der Analemmati-
schen Sonnenuhr mit einer Aquatorialen Son-
nenuhr beziehen, erfiillen den von Terpstra

[3]als ,einfachen Beweis* der Analemmatischen
Sonnenuhr formulierten Anspruch nicht ausrei-
chend. Mit dem mathematischen (oder auch op-
tischen) Begriff Projektion ist dem Schritt vom
Polstab (oder wie bereits prazisiert: von der
Polstab-Skala) zum senkrechten Schattenstab
(oder zur Schattenstab-Skala, siehe spéter)
nicht beizukommen. Er fuhrt nur zu seinem
Fuss-Punkt. Fir die Behandlung des Stabes als
Ganzes erweist sich der Vorgang der Ver-
schiebung als geeigneter [4].

Bild 6: Aquatoriale Sonnenuhr mit AcrngIas-Scheiben zur Sommer-Sonnenwende
Bild 7: Acrylglas-Scheiben zur Sommer-Sonnenwende, eine AquatorialeSonnenuhr darstellend

Bild 8: Acrylglas-Scheiben zur Sommer-Sonnenwende, eine Analemmatische Sonnenuhr darstel-
lend
Bild 9: Acrylglas-Scheiben zur Sommer-Sonnenwende, eine Analemmatische Sonnenuhr darstel-
lend, Schatten-werfende Punkte markiert




In den Bildern 6 und 7 ist die Situation bei
Sommersonnenwende nochmals aufgenom-
men. Die Tripel ( Schatten-Werfer + Schatten-
Strahl + Punkt-Schatten) werden jetzt durch die
oberen Kanten von senkrecht auf dem Ziffer-
blatt der Analemmatischen Sonnenuhr stehen-
den Acrylglas-Scheiben simuliert. Das innere
Kanten-Ende ist der Schatten-Werfer, das dus-
sere der Punkt-Schatten, die Kante selbst ist
der Schatten-Strahl.

In Bild 7 ist der Aquatoriale Ziffern-Kreis ent-
fernt. Die horizontale Analemmatische Ziffern-
Ellipse ist zu sehen. Nun werden die Scheiben
parallel und senkrecht nach unten verschoben
(sie sind in Schlitzen versenkbar), bis die aus-
seren Kanten-Enden (die Punkt-Schatten) das
horizontale Zifferblatt treffen und die Zeit dort
anzeigen: Bild 8. Die inneren Kanten-Enden
(die Schatten-werfenden Punkte) bilden nun
nicht mehr einen gemeinsamen Punkt, sondern
sie befinden sich alle in verschiedener H6he
(Ausnahme Vor/Nachmittags-Symmetrie) auf
einer Geraden senkrecht unter dem Ausgangs-
punkt: Bilder 8 und 9. Das Tageszeit-abhéngige
Absenk-Mass ist in Bild 7 als Uberstehende
Lange der dusseren Plattenkanten erkennbar.
Am Mittag ist es minimal, bei Sonnen-Aufgang
und Sonnen-Untergang (nach Absenken ist die
Oberkante hier Zifferblatt-bindig) maximal.

Nur ein Stlick des Tripels, namlich der Schat-
ten-Punkt endet sowohl durch Projektion als
auch durch Verschiebung in der Projektions-
Flache, hier im Analemmatischen Zifferblatt. Die
beiden anderen Stlcke — Schatten-werfender
Punkt und sein Schatten-Strahl — verbleiben
nach der Verschiebung im Raum. (Die Aus-
nahme gilt bei Sonnenauf- und -untergang,
wenn alle Teile des Tripels in der horizontalen
Ebene ankommen.) Der Schatten-werfende
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Bild 10: Aquatoriale Sonnenuhr mit Acrylglas-Scheiben zur Winte

Punkt ist zu einem Punkt der Datums-Skala —
gleich wie bei Projektion — geworden.In Bild 9
sind die alle zwei Stunden wirksamen Schatten-
werfenden Punkte markiert. lhre Verbindung zu
einem Stab ist der ihre Stelle in Bild 2 einneh-
mende Schatten-Stab. Die Auflésung des
Schattenstabs in Punkte ist die oben angekiin-
digte Schattenstab-Skala. Uber den Tag sind
unendlich viele Punkte wirksam. Der jeweils gll-
tige ist der, dessen Schatten auf die Skalen-
Ellipse fallt (Kreuzungs-Punkt zwischen Stab-
Schatten und Ellipse). Die Schattenstab-Skala
spielt bei der Benutzung der Analemmatischen
Sonnenuhr keine Rolle, sie ist aber fiir deren
Verstandnis sehr nitzlich. Die Datums-Skala
auf der Analemmatischen Sonnenubhr ist hinge-
gen taglich zu beachten, leider.

Nachdem der Schatten-werfende Punkt an va-
riable Stelle des Schatten-Stabes verschoben
wurde, so dass sein Schatten die in die Ellipse
verschobene Ziffer trifft, ist die Aufgabe erfillt.
Schatten-Strahlen missen nur im Modell ver-

schoben werden. In realen Sonnenuhren wirkt
paralleles Sonnen-Licht. Also sind dort zuein-

ander parallele Strahlen-Paare vorhanden.

In den Bildern 10 bis 13 ist der bei Winterson-
nenwende wiederholte Verschiebe-Vorgang ge-
zeigt. Er ist analog zu dem bei Sommerson-
nenwende (Bilder 6 bis 9). Zwischen beiden
Sonnenwenden andert sich die Sonnen-
Deklination & taglich, so dass an jedem Tage
eine andere Schattenstab-Skala gilt. Diese Ska-
la wird im folgenden Abschnitt hergeleitet, der
als fakultativer Anhang deklariert ist, damit das
Vorhaben, sich im Hauptteil nur auf Fotografien
zu stltzen, nicht unterlaufen wird.

s 1 =2
r-Sonnenwende

Bild 11: Acrylglas-Scheiben zur Winter-Sonnenwende, eine Aquatoriale Sonnenuhr darstellend



Bild 12: Acrylglas-Scheiben zur Winter-Sonnenwende, eine Analemmatische Sonnenuhr darstellend

Bild 13: Acrylglas-Scheiben zur Winter-Sonnenwende, eine Analemmatische Sonnenuhr darstel-

lend, Schatten-werfende Punkte markiert
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Zeichnung 1: Héhe des Schatten-werfenden Punktes (iber dem Zifferblatt, hier bei der Aquatorialen

Sonnenuhr

Zeichnung 2: Verschiebung im Modell von der Aquatorialen zur Analemmatischen Sonnenuhr

5. Anhang: Gleichungen der Schattenstab-
Skala und der Verschiebung

Die Schattenstab-Skala ist die Hohe h des
Schatten-werfenden Punktes P Uber dem Stab-
Fusspunkt F auf dem Analemmatischen Ziffer-
blatt (s.Zng.2). Diese Héhe ist gleich gross wie
die vertikale Distanz des Schatten-werfenden
Punktes von der Stundenziffer Z in beiden Son-
nenuhren. Im Modell ist es die Steigung der
oberen Kanten der Scheiben. Gerate-Konstante
ist der Radius R des Aquatorialen Ziffern-
Kreises (gleicher Wert wie grosse Halbachse
der Analemmatischen Ziffern-Ellipse). Die ast-
ronomischen Variablen sind der Deklinations-

winkel & und der Stundenwinkel T der Sonne.
Ortsvariable ist die geografische Breite ¢.

Schattenstab-Skala:
h = R ( costcose +tandsing) (s.Zng.1).

Man beachte, dass diese Skala im Vergleich mit
der Daten-Skala d auch eine Funktion der Ta-
geszeit (Stundenwinkel t) ist. Letztere lautet:

d = Rtanécose [2].

Die Héhe ist maximal (Stab-Mindesthdhe) bei
Omax = +23.45° (Sommersonnenwende) und
7 = 0° (Mittag) und betragt

hmax = R ( cose + 0.434sing).



Am Ort ¢ = 49°muss der Stab mindestens
0.9834 R lang sein.

Bei Sonnenauf- und -untergang geht der Schat-
ten vom Fuss-Punkt F des Stabes aus:

h =0 =R ( costcose + tandsing),

womit sich die Sonnenauf- bzw. Sonnenunter-
gangszeit angeben lasst:

COSTsasu = -tandsing/cose = -tandtane.
Bei Sommersonnenwende am Ort ¢ = 49°ist
Tsasu = * 120°.

Als Zugabe sei noch die Verschiebung v aus
der Aquatorialen in die Analemmatische Lage
angegeben. Sie ist die Summe der Modell-
Konstanten v, und der H6he der Aquatorialen
Stundenziffer Z Gber der 12 (siehe Zng.2). Im
Modell sind es die tUberstehenden Léngen der
vertikalen Aussenkanten der Scheiben.

Verschiebung:

V = Vo + Rcosop(1-cost) (s.Zng.2).

Die maximale Verschiebung ist fir Sonnenauf-
und -untergang bei Sommersonnenwende vor-
zunehmen:

Vmax = Vo + Rcose(1- cos120°).

Am Ort ¢ = 49° betragt dieser Maximalwert:
Vmax = Vo + 1,5Rc0849° = vy + 0.984 R.
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